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Description du projet de thése.

La théorie microlocale des faisceaux a été introduite par Kashiwara et
Schapira a la fin des années 80 [2]. Entre autres choses elle permet de
considérer un début de théorie de Morse pour les faisceaux. Un outil central
dans la théorie est le microsupport des faisceaux, pour des faisceaux définis
sur une variété M. Ce microsupport est un sous ensemble du cotangent
de M qui indique si la restriction des sections d’un ouvert & un ouvert
plus petit est ou non un isomorphisme: plus spécifiquement si ces ouverts
sont des sous niveaux d’une fonction dont la différentielle ne rencontre pas le
microsupport, la restriction est un isomorphisme. La théorie a été introduite
en lien avec ’analyse microlocale et dans ce cadre le microsupport est un
analogue de la variété caractéristique d’un systeme d’EDP.

Bien que le lien avec la géométrie symplectique ait été reconnu des le
début (le microsupport est un sous-ensemble coisotrope du cotangent), ce
n’est qu’a partir des années 2010 que la théorie a été appliquée a des prob-
lemes de topologie symplectique, apres des travaux de Nadler-Zaslow [4] et
Tamarkin [5]. Pour l'instant les liens sont surtout compris dans le cadre des
cotangents de variétés, mais des travaux récents de Nadler-Shende [3] don-
nent une construction d’une catégorie de type Fukaya a partir de catégories
de faisceaux, pour des variétés de Weinstein. Il serait trés utile de compren-
dre un peu plus explicitement ces catégories, méme dans des cas simples, a
commencer par des surfaces, ou des plombages. Dans une autre direction,
les faisceaux sont trés adaptés aux problemes de géométrie symplectique C©
et il serait bien d’étudier plus systématiquement le passage & la limite CV.

Voici quelques problemes a étudier dans ce projet de these.
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e Dans un travail récent avec Claude Viterbo [I] nous utilisons des
limites de faisceaux constructibles. Il serait intéressant de vérifier
que ces limites forment une catégorie indépendante du choix d’une
structure analytique sur la variété. Il faudrait aussi étudier quelles
opérations de faisceaux agissent sur cette catégorie. Peut-on associer
A toute isotopie hamiltonienne C° un faisceau, comme on sait le faire
pour des isotopies hamiltoniennes lisses?

e On sait associer un faisceau a une isotopie de contact du fibré en
spheres d’'un cotangent. Plus généralement on doit pouvoir le faire
pour un symplectomorphisme mais ceci mériterait d’étre étudié soi-
gneusement. On peut aussi essayer de généraliser a un symplecto-
morphisme entre deux ouverts U et V' d’'un cotangent: dans quels
cas peut-on construire un faisceau qui induit une équivalence entre
les catégories localisées associées a U et V7

e Dans le cas d’une surface a bord, la catégorie de Nadler-Shende men-
tionnée ci-dessus doit étre relativement simple. Peut-on en donner
une description combinatoire? Dans le cas d’un plombage de deux
cotangents, peut-on la décrire raisonnablement a partir des caté-
gories de faisceaux sur les deux bases correspondantes?
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