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Théorème de compacité conforme pour la Q-courbure.

Proposé par G. Carron et Paul Laurain

La Q-courbure d’une variété riemannienne (M, g) est une fonction dont l’expression se calcule à l’aide du jet d’ordre 4
de la métrique :

Qg = an∆gscalg + bnscal2g + cn∥Ricg∥2,
où an, bn et cn sont des constantes ne dépendant que de n = dimM . En dimension différente de 4, l’expression de la
Q-courbure d’une métrique conforme ĝ = u

4
n−4 g est donnée par :

Qĝ u
n+4
n−4 = Pg(u).

où Pg est un opérateur différentiel d’ordre 4, symétrique et à symbole principal scalaire, l’opérateur Pg est nommé
opérateur de Paneitz. Cette formule de changement conforme est analogue à celle régissant la courbure scalaire d’une
métrique conforme à partir de l’opérateur de Yamabe. Cependant l’étude de Q-courbure dans une classe conforme est
beaucoup plus difficile que celui de la courbure scalaire car d’une part l’expression de Pg est beaucoup plus compliquée
que celle de l’opérateur de Yamabe et d’autre part l’opérateur Pg étant d’ordre 4, il ne vérifie pas de principe du maximum.
Cependant récemment le travail de M. Gursky et A. Machioldi [8] ont permis de lever la plupart des obstacles dans le cas
d’une classe conforme portant une métrique à courbure scalaire positive et à Q-courbure positive et leur résultat permet
d’y trouver une métrique à Q-courbure constante positive. Ceci a été ensuite complété par d’autres travaux [7, 9] qui
ouvrent de nouvelles perspectives de recherche.

Métrique à Q-courbure constante en présence de singularités coniques. On sait que sur une variété riemannienne
compacte, on peut trouver une métrique conforme à courbure scalaire constante. Les travaux de M. Gursky et A. Machioldi
ont permis de répondre, partiellement à la question de l’existence d’une métrique conforme à Q-courbure constante. Si on
considère une variété riemannienne dont la completion comprend juste un nombre fini de singularités coniques l’existence
d’une métrique conforme à courbure scalaire constante a été abordée par K. Akutagawa et B. Botvinnik [1] et complétée
par [2]. L’idée sous-jacente à ce dernier travail est que les techniques utilisées par Gursky [6] sont assez flexible pour être
exportées dans ce cadre. On veut donc dégager une classe de métriques conformes présentant des singularités coniques
possédant une métrique à Q-courbure constante. Dans le cas sans singularité, l’obtention d’un théorème de masse positive
d’ordre 4 est un point clé important de la preuve. Il existe plusieurs travaux où un tel résultat est démontré [3, 10, 8, 9].
Un travail récent a mis à jour le rôle important joué par un tenseur symétrique qui jouerait dans ce cadre de l’analogue de
la courbure de Ricci pour la courbure scalaire [4]. Il faudrait donc étendre ces études en présence de singularités coniques.
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